Le pendule de Foucault, vu en algebre

` geometrique

´ ´ .

On sait qu’une resolution

´ completè du pendule simple implique des integrales

´ elliptiques. Il est clair que l’etude

´ du pendule double rigide se revelera

´ ` encore plus complexe. Je me suis demandé si l’utilisation de l’algebre

` geometrique

´ ´ permettrait de realiser

´ un certain progres̀ par rapport aux methodes

´ traditionnelles, en particulier pour la theorie

´ du pendule de Foucault.

Dans la suite de l’exposé je vais utiliser d’une part la GA, d’autre part un theoreme

´ ` d’optimisation en calcul variationnel avec contraintes. Pour en faciliter l’approche au lecteur non familiarisé avec l’une ou/et l’autre technique, je vais d’abord traiter le cas elementaire

´ ´ du pendule rigide simple.

Le pendule simple.

Soit e un vecteur unitaire dirigé verticalement vers le bas, x le vecteur caracterisant

´ le pendule rigide, θ l’angle orienté (e , x̂) . On a bien sur̂ : (1) x = l x̂ ẋ = l θ̇ (dx̂/dθ) ẍ = l θ̈(dx̂/dθ) − l θ˙^2 x̂ x̂.(dx̂/dθ) = 0 (2) E_c = (1/2)mẋ^2 E_p = − mg x.e Le lagrangien est donc :

(3) L = E_c − E_p = (1/2)mẋ^2 + mgx.e Il s’agit de l’optimiser sous la contrainte : (4) x^2 = l^2 La theorie

´ nous dit qu’il faut appliquer les equations

´ d’Euler à un lagrangien elargi ´ : (5) H = L + λ(x^2 − l^2) = (1/2)mẋ^2 + mgx.e + λ(x^2 − l^2) où λ est une fonction de t nulle quand la contrainte n’est pas satisfaite^1, ce qui n’est jamais le cas ici.

On peut alors ecrire

´^2: (6)^d_{dt} (∇_ẋH) − ∇_xH = m ẍ − mge − 2λx = 0 Dans ce cas tres̀ simple il est clair que l’equation

´ (6) n’est autre chose que l’equilibre

´ vectoriel newtonien entre l’acceleration

´ et les deux forces agissant sur la masse m du pendule. En particulier 2λx = 2λlx̂ est la force exerceé par la tige. En multipliant scalairement l’equation

´ (6) successivement par dx̂/dθ et x̂ on obtient : (7) m ẍ.(dx̂/dθ) − mge.(dx̂/dθ) = 0 (8) ml θ̈ + mg sinθ = 0 θ̈ = − (g/l)sinθ (9) m ẍ. x̂ − mge. x̂ − 2λl = 0 (10) 2λl = − mlθ˙^2 − mg cosθ On verfie

´ que 2λl est negatif

´ , comme il se doit. L’equation

´ vectorielle (6) a permis à la fois de determiner

´ l’equation

´ differentielle

´ du mouvement et la force exerceé par la contrainte sur le mobile etudie

´ ´. Il est interessant

´ de calculer λ̇ : (11) 2l λ̇ = − 2ml θ̇ θ̈ + mg θ̇ sinθ = 4mg θ̇sinθ

1. Je ne donne ici volontairement que le minimum necessaire

´ d’informations sur le sujet.

2. La seule petite difficulté pour le lecteur novice en GA est ici l’utilisation de la derivee

´ ´ vectorielle ∇x , ∇x_˙ . On pourra verifier

´ que l’utilisation de coordonneeś orthonormeeś conduit au meme

^ resultat ´ .

Le pendule double. Nous completons

´ le pendule par une deuxieme

` tige mobile, dans le meme

^ plan que la premierè.

Nous appelons y le vecteur correspondant d’origine O, et φ l’angle orienté (e, y). Appelons m_1 la premierè masse fixeé en x , et m_2 la deuxieme

` masse fixeé en (x + y) . On pose : (12) x = lx̂ y = kŷ Donc :

(13) L = (1/2)m_1ẋ^2 + (1/2)m_2(ẋ^2 + ẏ^2) + m_1gx.e + m_2g(x + y).e (14) H = L + λ(x^2 − l^2) + μ(y^2 − k^2) (15a)^d_{dt} (∇_ẋL) − ∇_xL − 2λx = 0 (15b)^d_{dt} (∇_ẏL) − ∇_yL − 2 μy = 0 (16a) m_1ẍ + m_2(ẍ + ÿ) − m_1ge − m_2ge − 2λx = 0 (16b) m_2(ẍ + ÿ) − m_2ge − 2 μy = 0 Pour eliminer

´ les fonctions inconnues λ et μ il faut multiplier scalairement les equations

´ (16a) et (16b) respectivement par (dx̂/dθ) et (dŷ/dφ).

(17a) (m_1 + m_2)ẍ .(dx̂/dθ) + m_2 ÿ. (dx̂/dθ) − (m_1 + m_2)ge. (dx̂/dθ) = 0 (17b) m_2(ẍ + ÿ).(dŷ/dφ) − m_2ge.(dŷ/dφ) = 0 Rappelons et completons

´ les equations

´ (1) : (18a) x = l x̂ ẋ = l θ̇ (dx̂/dθ) ẍ = l θ̈(dx̂/dθ) − l θ˙^2 x̂ x̂.(dx̂/dθ) = 0 (18b) y = k ŷ ẏ = k φ̇ (dŷ/dφ) ÿ = k φ̈(dŷ/dφ) − k φ̇^2 ŷ ŷ.(dŷ/dφ) = 0 On en deduit

´ les equations

´ differentielles

´ coupleeś suivantes :

(19a) (m_1 + m_2)l θ̈ + m_2 k φ̈ cos(φ − θ) − m_2 k φ̇^2 sin(φ − θ) + (m_1 + m_2)g sinθ = 0 (19b) m_2 l θ̈ cos(φ − θ) + m_2 k φ̈ + l θ˙^2sin(φ − θ) + m_2 g sinφ = 0 En multipliant scalairement les equations

´ (16) par x̂ et ŷ on obtient enfin aisement

´ les valeurs des contraintes aux extremites

´ ´ des tiges rigides.

Par rapport aux methodes

´ classiques la GA apporte ici surtout une approche plus synthetique

´ et plus elegante

´ ´ des equations

´ , mais rien de nouveau en ce qui concerne la facoņ de les resoudre ´ . L’exemple suivant va etre

^ à cet egard

´ plus interessant ´ .

Le pendule de Foucault.

Le pendule de Foucault est un sujet plutot̂ difficile. La preuve en est qu’il a fallu attendre le milieu du 19eme

` siecle

` pour que ses proprietes

´ ´ et les premieres

` explications theoriques

´ soient mises en evidence

´ , alors que des savants aussi eminents

´ que Laplace et Lagrange avaient dejá̀ construit de longue date bon nombre des outils essentiels pour l’etude

´ de la mecanique

´ rationnelle, et en particulier de la mecanique

´ celeste ´ .

Lorsque Foucault a presente

´ ´ ses conclusions experimentales

´ à l’Academie

´ des Sciences, son collegue

` Liouville a semble-t-il aussitot̂ avancé une explication du phenomene

´ ` en faisant remarquer que le pendule n’etait

´ sensible principalement qu’à la composante verticale, au lieu d’observation, du vecteur rotation instantaneé de la Terre. Cette composante a pour mesure ω sin λ , où λ est l’angle de latitude.^3 La dureé de rotation du pendule serait donc precisement

´ ´ 24h /sin λ . Les analyses theoriques

´ detaillees

´ ´ montrent qu’il faut apporter de legeres

´ ` corrections à ce chiffre.

Ceci etant

´ dit on succombe assez facilement à la tentation de considerer

´ que le pendule doit osciller dans un plan fixe par rapport aux etoiles

´ et que celui-ci tourne donc precisement

´ ´ à la vitesse angulaire ω sin λ par rapport à un reperè terrestre. Or des considerations

´ de geometrie ´´ elementaire

´ ´ montrent, en considerant

´ deux situations quelconques non infiniment proches, qu’il n’est pas possible que les deux plans puissent etre

^ paralleles̀, c’est à dire confondus^4 ! Cette explication simpliste est donc fausse ; neanmoins

´ la trace des plans d’oscillation sur les plans horizontaux des lieux d’observation repond

´ bien en premierè approximation à la loi indiqueé.

Je me suis donc demandé si l’algebre

` geometrique

´ ´ , qui fournit l’instrument ideaĺ d’etude

´ des rotations, permettrait de demontrer

´ de manierè simple cette proprieté́ , sans entrer dans les considerations

´ peu intuitives des methodes

´ usuelles de changement de reperes

` , et surtout sans neces- ´ siter une resolution

´ effective des equations

´ du mouvement du pendule.

L’ideé de base est la suivante : partant d’un reperè initial galileeń fixe par rapport aux etoiles ´ (reperè 1), et de sa transformation en reperè terrestre fixe par rapport à la terre (axes initiaux en coıncidence

¨ et origine commune - reperè 2 ), donc soumis à la rotation terrestre, ajoutons un troisieme

` reperè animé par rapport au precedent

´ ´ d’une rotation d’axe x̂ vertical et de vitesse angulaire ω sinλ de sens inverse à la rotation terrestre (reperè 3). Nous voulons demontrer ´ qu’un pendule lancé avec une vitesse initiale nulle dans le reperè terrestre (reperè 2 donc) demeurera dans un plan contenant x̂ et dont la trace sur le reperè 3 restera fixe, au second ordre pres̀ d’une dureé δt courte (c’est à dire pour fixer les ideeś pendant un aller-retour du pendule). Si tel est le cas il est clair que la trace de ce plan dans le reperè 2 (celui de l’observation donc, à une translation pres̀) tournera en sens inverse de la rotation terrestre, effectivement à la vitesse angulaire ω sin λ .

En un mot, pour reprendre l’ideé sans doute intuitive de Liouville, nous nous debarrassons

´ dans le troisieme

` reperè de la composante active du vecteur rotation terrestre pour ne garder que la composante passive, perpendiculaire à x̂.

C’est tout ceci que nous allons maintenant essayer d’exprimer et de demontrer

´ mathematique- ´ ment. Il serait possible de le faire en algebre

` de Gibbs, mais c’est tellement plus beau et plus facile en GA... !

Il sera utile pour le lecteur de tracer un petit schema

´ , situant dans un meme

^ plan le vecteur unitaire d’axe terrestre w ainsi que le vecteur ωw representant

´ la vitesse angulaire, les vecteurs x et x̂ correspondant à la position et à la direction du point d’accrochage du pendule, l’angle de latitude λ , le vecteur unitaire u orienté vers le bas et perpendiculaire à x̂ , enfin hors du plan et dirigé vers l’arrierè le vecteur v completant

´ le triedre

` orthonormé direct (u, v, x̂)^5. On a evidem- ´ ment les relations suivantes : (20) uv x̂ = u ∧ v ∧ x̂ = I (21) w = w.x̂ x̂ + w ∧ x̂ x̂ = x̂ sin λ − u cos λ

On effectue alors une premierè rotation infinitesimale

´ de ce reperè pour suivre le mouvement terrestre. Alors y etant

´ un vecteur quelconque attaché au reperè absolu [u(t_0), v(t_0), x̂(t_0)], ce vecteur devient : (22) y → y + (ωδt) y.(wI) + δt OG (δt) = y + (ωδt) y ∧ wI) + δt OG (δt) 3. Il serait evidemment

´ interessant

´ de connaıtre

^ l’argumentation precise

´ utiliseé par Liouville.

4. Car ils ont un point commun : l’origine, centre de la terre.

5. Pour des raisons de commodité de travail en GA nous fixons l’origine de tous les reperes

` utiliseś au meme ^ point, centre de la terre. Le reperè terrestre classique presenterait

´ l’inconvenient

´ d’avoir un point origine mobile.

Nous serons cependant amené à l’utiliser à titre auxiliaire (reperè (4)).

la deuxieme

` rotation donne :

(23) y + δ_1y → y + δ_1y − (y + δ_1y ) ∧ x̂ I(ω sin λ δt) + δt OG (δt) = y + (ωδt)y ∧ (w − sin λ x̂)I + δt OG (δt) = y − (ωδt cos λ)y ∧ uI + δt OG (δt) = y − (ωδt cos λ)y.(uI) + δt OG (δt) En definitive ´ : (24) δy = − (ωδt cos λ)y.(uI) + δt OG (δt) = − (ωδt cos λ)y.(v ∧ x̂) + δt OG (δt) = − (ωδt cos λ)(y.v x̂ − y.x̂ v) + δt OG (δt) En particulier nous avons : (25) δu = 0 + δt OG (δt) δv = − (ωδt cos λ)x̂ + δt OG (δt) δx̂ = (ωδt cos λ)v + δt OG (δt) Nous passons donc du reperè inertiel de base (reperè 1) au reperè final (reperè 3) par une rotation instantaneé d’axe u et d’angle ( − ωδt cos λ). La composition des deux rotations, la premierè autour de l’axe terrestre w , la seconde autour de l’axe vertical du lieu d’observation, conduit donc à garder fixe dans l’espace absolu (reperè 1) le vecteur u(t_0), qui peut donc etre

^ retenu comme reperè directionnel pour la trace horizontale (z) du plan instantané du mouvement pendulaire^6.

Nous esperons

´ donc demontrer

´ que la variation de l’angle (u, z) est nulle au second ordre pres̀. Nous appelons maintenant y(t) le vecteur de position du pendule et x(t) la position de son point d’accrochage^{7 8}. Le bras du pendule est donc figuré à chaque instant par le vecteur [y(t) − x(t)] . Nous admettons qu’à l’instant où nous etudions

´ la question le pendule oscille dans un plan (P_0) defini

´ par l’origine, par x(t_0) et par y(t_0). Si nous voulons ecrire

´ les equations

´ de la dynamique pour ce pendule dans le reperè 3 , coıncidant

¨ avec le reperè 1 à l’instant t_0 , nous devons ajouter aux forces s’exercanţ sur le pendule une force centrifuge et une force de Coriolis.^9

La premierè qui represente

´ à Paris environ 1/1000 de l’effet de la pesanteur s’ecrit

´ vectoriellement :

(26) f_{C1} = − ω^2 cos^2λ[ y.(uI)].(uI) = − ω^2 cos^2λ[ y.(v ∧ x̂)].(uI) = − ω^2 cos^2λ(y.v x̂ − y.x̂v)(v ∧ x̂) = ω^2 cos^2λ(y.v v + y.x̂ x̂) = ω^2 cos^2λ(y − x).v v + ω^2 cos^2λ|y|ŷ.x̂ x̂

La seconde s’exprime, en appelant v_r la vitesse relative dans le reperè (3) de la masse pesante du pendule, par :

(27) f_{C2} = − 2ω cos λ v_r .( − uI) = 2ω cos λ [ẏ + ω cosλ y.(uI)].(uI)

Appelons v_p la vitesse relative du pendule dans le reperè terrestre (reperè 4) attaché au point x et qui tourne avec la terre, celui donc que nous observons reellement

´ .^{10} Il est facile de demontrer ´ que |ẏ − ẋ| est du meme

^ ordre de grandeur que |v_p | . Pour un pendule de 100 cm de longueur, depassant

´ en fin de course de 10 cm son niveau le plus bas on observe une vitesse variant entre 0 et 140 cm/s. Plus precisement

´ ´ nous pouvons ecrire ´ : 6. Un calcul plus poussé montre d’ailleurs que le terme du deuxieme

` ordre de δu est colineaire

´ avec u .

7. N’oublions pas que ces deux vecteurs, de meme

^ que les vecteurs de base initiaux , sont definis

´ par construction dans l’absolu. Ajoutons tout de suite que toute derivee

´ ´ , noteé ẏ par exemple, est definie

´ dans l’absolu, hors coordonneeś.

8. On note l’importance du choix de la valeur ω sin λ pour la vitesse de rotation autour de l’axe x̂ ; c’est le fait d’avoir choisi cette valeur qui determine

´ les interessantes

´ proprietes

´ ´ du vecteur u.

9. On note que ce calcul n’impose pas que l’angle (u, z) soit nul à l’instant t_0. 10. Ce reperè se deduit

´ du reperè (2) par une translation x(t). Nous ne l’utilisons que pour obtenir la relation (28).

(28) ẏ − ẋ = v_p + ω(y − x).(wI) En tirant parti de la relation (21) nous ecrivons

´ (27) sous la forme :

(29) f_{C2} = 2ω cos λ [(v_p + ẋ + ω(y − x).(wI) + ω cosλ y.(uI)].(uI) = 2ω cos λ [(v_p + ωx.(wI) + ω(y − x).(wI) + ω cosλ y.(uI)].(uI) = 2ω cos λ [(v_p + ωy.(x̂ I)sinλ].(uI) = 2ω cos λ [(v_p + ω(y − x).(x̂ I)sinλ].(uI) + 2ω cosλ sinλ[x.(x̂ I)].(uI) = 2ω cos λ [(v_p + ω(y − x).(x̂ I)sinλ].(uI) + 0 = 2ω cos λ v_p .(uI) + 2ω^2 sinλ cosλ[(y − x).(x̂ I)].(uI) = 2ω cos λ v_p .(v ∧ x̂) + 2ω^2sinλ cosλ(y − x).u x̂ = − 2ω cos λ v_p .x̂ v + 2ω cos λ v_p .v x̂ + 2ω^2sinλ cosλ(y − x).u x̂

Il convient d’abord d’insister sur le fait que ces resultats

´ ne sont pas une approximation, mais representent

´ le calcul rigoureux de toutes les forces. On constate ensuite que trois termes sont colineaires

´ avec x̂ et n’exercent donc aucune action sur la position du plan P_0 . Enfin les deux termes actifs sont extremement

^ faibles en comparaison de l’action principale exerceé sur la vitesse lineaire

´ du pendule par la gravité, pratiquement colineaire

´ avec x̂ dans le plan P_0 . Avec les elements

´ ´ dejá̀ indiqueś, on peut estimer^{11} :

|y − x| = 100cm |x| = 6, 4 10^8 cm ω = 7, 3 10�^5 radians /s ω^2 = 5, 3 10�^9 radians /s^2 2ω v_p . x̂ ≃ 10�^6 cm/s^2 ω^2 (y − x).v ≃ 10�^8 On peut donc affirmer que les effets residuels

´ de Coriolis et de la force centrifuge n’ecartent

´ pas le pendule du plan P_0 , dans le reperè 3 . Donc l’angle (u, z) est stationnaire, c’est à dire ne varie pas dans la rotation instantaneé faisant passer du reperè 1 (absolu) au reperè 3 (terrestre corrigé) au moment preciś de l’observation. Ce raisonnement, vrai à l’instant t_0 , peut etre

^ repete

´ ´ ´ à chaque instant t_0 + δt , t_0 + 2δt , etc ... , pour passer de chaque nouveau reperè (2) au reperè (3) qui lui correspond. Donc l’angle [u(t), z(t)], stationnaire à chaque instant, reste en definitive

´ constant, aux irregularites

´ ´ d’ordre supe-´ rieur pres̀, dans cette succession de changement de reperes

` , pour toute evolution

´ temporelle Δt finie.

De ce fait dans le reperè (2), celui de l’observation terrestre (avec origine au centre de la terre), la figure formeé par l’angle [u(t), z(t)] et donc la trace z(t) du plan d’oscillation tourneront en sens inverse de la rotation du globe terrestre, d’une quantité ω Δt sin λ , par sommation des effets infinitesimaux

´ de la succession des retours des reperes

` (3) au reperè (2) mobile^{12}. Il est interessant

´ d’ailleurs de noter que l’on peut etablir

´ directement la rotation de u(t) par l’equation

´ (22) qui donne : (30) u → u + (ωδt)u.(wI) + δt OG (δt) = u + (ωδt)u ∧ wI + δt OG (δt) = u + (ωδt sin λ)u ∧ x̂ I + δt OG (δt) = u + (ωδt sin λ)v + δt OG (δt) Cette relation traduit le fait que dans le mouvement du reperè 2 le vecteur u(t) subit un transport non-parallelè^{13} sur la spherè terrestre, qui le fait tourner par rapport à la direction mate-´ rialiseé initialement par u(t_0)^{14} . Ce mouvement infinitesimal

´ est integrable

´ dans le reperè 2 .

11. On peut d’ailleurs aisement

´ se rendre compte que l’action de ces forces seraient encore considerablement ´ reduite

´ si on la moyennait sur un balancement complet du pendule.

12. On observera bien sur̂ cette rotation de ẑ dans le repertoire terrestre lié au point x , mais la rotation de u n’y sera pas materialisee

´ ´ , sauf si l’angle initial etait

´ nul.

13. Pour ce sujet, qui depasse

´ la cadre de la presente

´ note , on pourra se reporter par exemple à http://www.nd.edu/jvonberg/Jens von Bergmann’s Homepage˙files/foucault.pdf

Donc pour resumer

´ schematiquement

´ notre demonstration ´ : -- nous definissons

´ les trois reperes

` , dont le dernier a le merite

´ de rendre stationnaire le vecteur de reference

´ ´ u(t_0) tout en reduisant

´ l’impact sur le pendule des effets dynamiques ;

-- nous constatons que les effets residuels

´ dynamiques n’ecartent

´ pas, à un ordre superieur

´ pres̀, le pendule de son plan instantané d’oscillation observé dans le reperè (3) ;

-- nous en deduisons

´ la stationarité de l’angle [u(t), z(t)] et son mouvement dans le reperè (2) ;

-- nous constatons en outre que le mouvement de rotation (ωδt sin λ) du vecteur u(t) s’explique par son transport non-parallelè sur la surface terrestre non euclidienne.

Tout ceci explique l’apparent paradoxe de la trace qui bouge dans le reperè (2) comme si le plan d’oscillation restait fixe par rapport aux etoiles

´ , alors qu’il n’en est rien^{15}.

Nous n’avons à aucun moment cherché à resoudre

´ les equations

´ dynamiques du pendule. Notre conclusion rejoint donc l’opinion exprimeé des̀ l’origine par l’illustre geometre

´ ` Poinsot, qui estimait que la precession

´ du pendule devait s’expliquer par de simples considerations

´ cinematiques ´ . Les calculs usuels font certes appel aux forces fictives dites de Coriolis et centrifuges, mais il s’agit bien de forces generees

´ ´ ´ par la cinematique ´ . G.Ringeisen

Octobre 2009

Revise

´ ´ aout̂ 2011

14. Essayons d’etre

^ un peu plus preciś. Dans le reperè 2 l’observateur terrestre garde u(t) , dont il ne percoiţ pas la rotation, comme vecteur de reference

´ ´ pour le reperage

´ du plan du pendule. Si au point x(t) on tracaiţ le vecteur u(t_0) apres̀ l’avoir deplace

´ ´ parallelement

` le long du cercle - non geodesique

´ ´ - de latitude, on s’apercevrait que ce vecteur donc aurait accompli une rotation de [ − ω (t − t_0) sinλ] autour de x̂(t). Or la trace du pendule reste fixe par rapport à ce vecteur de reference

´ ´ mobile.

15. Un lecteur tres̀ rigoureux pourrait se demander si nous n’aurions pas dû faire ces analyses dans le reperè 4 . En fait cela ne changerait rien pour la rotation des reperes

` , mais il faudrait ajouter un troisieme

` terme correctif :

− ẍ = − ω^2[x.(Iw)].(Iw) = ω^2x cos^2λ + ω^2sinλ cosλ|x|u

Le terme actif residuel

´ est de l’ordre de 3/1000 de la gravité, mais de toute evidence

´ s’annule en moyenne sur un balancement du pendule. En fait cet aspect du probleme

` est traité en general

´ ´ en remplacanţ la gravité newtonienne vraie par une gravité apparente de direction apparente fixe dans le reperè 2 . La rotation apparente du plan du pendule se fait alors autour de ce nouvel axe. Toutefois -- comme pour les poupeeś russes -- cette correction doit elle-meme

^ etre

^ revisee

´ ´ par un element

´ ´ du meme

^ ordre de grandeur : le fait que la terre est plus proche d’un spheroıde

´ ¨ de Clairault (voir Wikipedia) que d’une spherè parfaite. Nous n’entrerons pas dans ces complications.